a.

VAU 1
VARIABLES Y DISTRIBUCIONES UNIDIMENSIONALES

VAU |

Introduccion

El concepto de experimento aleatorio ya ha sido introducido.

En ciertos casos el resultado de un experimento es directamente un nimero (por ejemplo al
medir la estatura de un individuo tomado al azar).

En otros casos el resultado de un experimento no es numérico (por ejemplo al revolear una
moneda, donde los resultados posibles son cara y ceca), pero siempre es posible codificar
estos resultados en forma numérica (por ejemplo 1 si sali6 cara y 0 si salio ceca).

En lo sucesivo se tratard unicamente con experimentos cuyo resultado sea numérico, ya sea
que el nimero resultante provenga directamente del experimento o que se trate de una
codificacion numérica de un resultado no numérico.

Por el momento se tratara exclusivamente casos en los cuales el resultado de un experimento
sea un unico namero.

A todo experimento aleatorio de resultado numérico unico para el cual se ha definido una
distribucién de probabilidad puede asociarse una variable tal que asuma el valor del
resultado del experimento.
A dicha variable se la llamara variable aleatoria (va en lo sucesivo).
Sea por ejemplo el experimento consistente en tirar un dado cargado, y que se considere que
una distribucion de probabilidad adecuada para dicho experimento sea:

P(As)="1 ; P(Dos) = ... =P(Seis) = %,
Asociando a este experimento una va X, se tendra que en una realizacion del mismo X podra
asumir uno cualquiera de los valores 1, 2, 3,4, 5 6 6 teniéndose que:

PX=1)=%; PX=2)=...=P(X=6)= %,
Evidentemente X podréa asumir distintos valores en distintas realizaciones del experimento.

Tener bien en cuenta que una va no existe “en el vacio”, sino que siempre debe ir asociada a
un experimento aleatorio especifico para el cual se ha definido una distribucion de
probabilidad.

Las variables aleatorias seran por lo general simbolizadas por letras maytsculas: X, Y, etc.
Un valor observado de X es el valor que asumi6é X en una realizacion del experimento.

Se denotara como P(X = x) a la probabilidad de que la va X asuma el valor x en una
realizacion del experimento.

Anéalogamente, se indicara como P(x; < X < x;,) a la probabilidad de que en la realizacion
del experimento la va X asuma cualquier valor del intervalo ]x;,xz].

VAU Il

Universo o espacio muestral

a.

Sea un experimento aleatorio para el cual se ha definido una distribucion de probabilidad y
al cual se ha asociado una va X.
Se considerara siempre que en este caso el universo del experimento sera:

E* = {Todos los niimeros reales} = {— o0 < X < oo} [1]
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Esto no esta muy de acuerdo con la definicion de universo dada en NP I, donde se dijo que
el universo de un experimento aleatorio es el conjunto de todos los posibles resultados del
mismo. Asi, en caso del tiro de un dado cargado considerado en b de VAU 1, los tinicos
valores que puede asumir X son 1, 2, 3,4, 5y 6, y no todos los nimeros reales.
La conciliacion entre la definicion dada en [1] y la definicion dada en NP I se realiza
asignando una probabilidad nula al conjunto de todos los valores que No pueden ser
asumidos por la variable en la realizacién del experimento.
Asi, en el antedicho caso del tiro de dado, poniendo:

S={1,2,3,4,5, 6} [2]
se establecera que:
P(EX-9)=0 [3]
Como ejemplo, como consecuencia de lo indicado en [3] resulta que:
PX=% uX=n070<X<90)=0

b. A una distribucién de probabilidad definida sobre un universo E* se la designard como
D-x.
E

VAU Il

Funcioén de distribucién. Definicion

Sea X la va asociada a un experimento aleatorio para el cual se ha definido una distribucion de
probabilidad Dex-

Sean los sucesos (subconjuntos de EX ) {X <1}, {X <— 1} y {X < nt} (ver figura VAU IILa).
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Fig. VAU Ill.a
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Segin dicha distribucion de probabilidad Dex efectuada sobre E*, a dichos conjuntos

corresponderan probabilidades que seran designadas respectivamente como P(X < 1), P(X < - 1)y
P( X < ).
En general, dado un nimero real cualquiera x, la distribucion Dex asigna al conjunto {X < x} una

probabilidad P(X < x), que es la probabilidad de que en una realizacion del experimento la variable
X asuma cualquier valor menor o igual que x.
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Evidentemente la magnitud de P(X < x) estd univocamente definida por el valor x que se haya
tomado, y por lo tanto si se considera a x como una variable independiente ordinaria, se tendra que
P(X £x) es una funcion de la misma, lo que se indica como:

F*(x) = P(X <x) [1]

FX(X) es una funcion de la variable ordinaria x, estando la relacion funcional determinada por la
distribucion Dpx- Es por esto que a F*(x) se la conoce con el nombre de Funcién de Distribucion

(F. de D. en lo sucesivo) de la variable aleatoria X.

VAU IV

Propiedades de las F. de D.

a. Dados dos niimeros x; y x; tales que x; < X, (ver figura VAU IV.a) se tiene que:

X1 X2

X<x) X, <X <%} X

X < X} Fig. VAU IV.a

I° X <x1} U {x) <X <xp} = {X<xp}
224X <xitn{x <X<xp} =9
y entonces por la condicion III indicado en [1] de NP V se tiene que:

P(X <x))+P(x; <X <x)=P(X<xp)

F¥(x)) + P(x; < X < x3) = FX(x2)
de donde resulta que:

P(x; < X < x2) = F¥(x2) — FX(x1) [1]
b. Segun [1] del apéndice A.VAULI se tiene que:

lim &<X<x+h}=g [2]
h—0"

Por [1]
y entonces:

F\x+0)-F'®=[ |im Fcx+h-F®= |im [F'x+h-F]=
h—0" h—0"
= lim P& <X<x+h)=P[ |im {x<X<x+h}]=P@)=0
h—0" * h—0"

Segtn Apéndice A.VAU.III Por [2]
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Resumiendo:

F¥x +0) - F*x) =0 [3]
lo que implica que:
Toda F. de D. es continua por la derecha en todos sus puntos. [4]

. Segun [2] de A.VAU.I
Se tiene que:

F~o)=|lim F®= lim PX<x)=P[ |im {X<x}]=P@)=0

X—>—00 X—>—00 X—>—00
Ver Apéndice
Resumiendo: A VAU.III
FX(~ ) =0 [5]

Segun [3] de A.VAU.I
Se tiene que:

F¥(c0) = lim F¥(x) = lim PX<x)=P[|lim (X<x}]=PEYH=1

X—0 X—>00 T X—>00
Ver Apéndice
Resumiendo: AVAULII
F¥(e0) =1 [6]

. Seguin [4] de A.VAU.I
Se tiene que:

Fx-0= |im F'x-h= |lim PX<x-h=P[ |im X<x-h}]=PX<x)

h—0" h—0" h—0*
Ver Apéndice
Resumiendo: AVAU.III
F¥(x - 0)=P(X <x) [7]

Se tiene que:
1° {X<x}={X<x}uU{X=x}
204X <x} n{X=x}=¢
y entonces:

P(X <x) = P(X < x) + P(X = x)

PX=x)=P(X <x)-P(X<x)
y entonces, por [7]:

P(X =x) =F*(x) - F*(x - 0) [8]

Esto implica lo siguiente:

1°. Para todo valor de x para el cual sea P(X = x) = 0, la F. de D. F¥(x) es continua por la
izquierda.

2°. Para todo valor de x para el cual sea P(X = x) # 0, la F. de D. F*(x) tendra una
discontinuidad por la izquierda de magnitud P(X = x).
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Se tiene que:
I {x1 £ X<x0p = {x1 <X <x2} U {X=xy}
2°.{x < X<xo} N{X=x1} =
y entonces:
P(x; £ X<x)=P(x; <X <x)+P(X=x)
y entonces, por [1] y [8]:
P(x1 £ X £x2) = FX(x2) — F¥(x1) + FX(x1) — F¥(x1 — 0) = F¥(x2) - F¥(x; - 0)
Resumiendo:

P(x; £ X < x2) = F¥(x2) - F¥(x; — 0) [9]
Se tiene que:
1% {x1 £ X<x00 = {x1 £ X <x3} U {X =Xz}
2°.{x1 <X <xo} N{X=x} =
y entonces:
P(x; £ X<x)=P(x; £ X <x) + P(X=x3)
y entonces, por [8] y [9]:
F¥(x,) — F¥(x1 — 0) = P(x; < X < x,) + FX(x2) — F¥(x, - 0)
Es decir que:

P(x; < X < x2) = F¥(x, — 0) — FX(x; — 0) [10]
Se tiene que:
1°{x1 <X <xo} = {x1 <X <x2} U{X=Xp}
2°.{x1<X<xop Nn{X=x} =0
y entonces:
P(x; <X <x)=Px; <X<x)+P(X=xp)
y entonces, por [1] y [8]:
F¥(x2) — FX(x)) = P(x; < X < x3) + F¥(x2) - F¥(x, — 0)

Es decir que:
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P(x; < X < x2) = F¥(x, - 0) - F¥(x)) [11]
Se tiene que: -
{X>x}={X <x}
y entonces:
PX>x)=1-P(X<x)=1-Fx)
Resumiendo:
P(X>x)=1-F*x) [12]
Se tiene que:
1. {X2x} ={X>x} U {X=x}
2°{X>x} n{X=x}=U
y por lo tanto:
P(X2>x)=P(X>x)+P(X=x)
y entonces, por [8] y [12]:
P(X>x)=1-Fx)+F'x) -Fx-0)=1-Fx-0)
Resumiendo:
PX>x)=1-Fx-0) [13]
En los parrafos anteriores se ha mostrado como una F. de D. asigna probabilidades a
cualquier tipo de intervalo (cerrado, abierto, semiabierto, infinito, degenerado, etc).
Por lo tanto, dada una F. de D. es posible hallar la probabilidad correspondiente a cualquier
union, interseccion o complementacion de una cantidad finita o infinita numerable de dichos

intervalos. Por lo tanto:

La definicion de una F. de D. F¥(x) correspondiente a una variable X

equivale a una asignacion completa de probabilidad DE x _sobre todos [14]

. . X
los intervalos del universo E .
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VAUV

Ejemplos de F. de D.

VAU V.1

a.

Sea el experimento consistente en determinar la cantidad de caras que se obtienen al tirar
cuatro veces una moneda.

En 4 tiros de moneda pueden obtenerse 0, 1, 2, 3 6 4 caras, y por lo tanto si a la cantidad de
caras obtenidas se le asocia la variable X, se tiene que los Unicos valores que puede asumir
dicha variable son X =0,X=1,X=2,X=3y X=4.

Definase sobre el universo:

EX={—oo<X<oo}

una distribucion de probabilidad tal que:

PX=0)= Y, PX=1)= 4 PX=2)= 6 P(X=3)= 4 PX=4= I

Sea un niimero x menor que 0. Como segun la distribucion considerada X no puede asumir
ningun valor menor o igual que dicho x se tiene que:

FXx)=P(X<x)=0 parax <0

Sea un x perteneciente al intervalo 0 < x < 1. Como segun la distribucion considerada el
unico valor menor o igual que dicho x que puede asumir X es X = 0 se tiene que:

Fx(x)=P(X£x)=P(X=O)=%6 para 0 <x < 1

Sea un x perteneciente al intervalo 1 < x < 2. Como segun la distribucion considerada los
unicos valores menores o iguales que dicho x que puede asumir X son X =0y X =1 se tiene
que:

FX(x)=P(X£x)=P[(X=O)u(X=l)]=P(X=0)+P(X=1)=%6 + %6 = %6
Es decir que:
FX(X):K6 para 1 <x<2

Continuando de la misma manera se obtiene que:

%6+%6+%6:1%6 para2 <x <3
FX(X) %6+%6+%6+%6:1%6 para3 <x <4
%6+%6+%6+%6+%6:1 parax >4

De todo lo antedicho surge la F. de D. graficada en la figura VAU V.a
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Fig. VAU V.a

VAU V.2

a. Sea el experimento consistente en determinar el punto en que se detiene el segundero de un
reloj cuya esfera tenga 1 m de circunferencia y cuyo resto de cuerda sea desconocido.

b. Asociese a este experimento una variable aleatoria X correspondiente a la longitud del arco
de circunferencia comprendido entre el origen “las 12 en punto” y el punto de detencion del
segundero. Dicha longitud es medida siguiendo el sentido /" ¥.

C. Evidentemente, los valores que puede asumir X estan todos en el intervalo 0 < x < 1 (al
origen corresponde X = 0).

Entonces evidentemente sera:
0 parax <0
FX(x)=P(X<x)={ *
1 parax>1
d. Se define una distribucion de probabilidad sobre E* tal que:
P Segundero se detenga sobre un
arco cualquiera de longitud 4
e. Entonces, dado un punto de la circunferencia cuya distancia al origen sea x, siendo 0 <x <1

se tiene que:

para0<x <1

X Segundero se detenga sobre el
F'x)=P(X<x)=P =X

arco 0~ x cuya longitud es x
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f. De todo lo antedicho surge la F. de D. graficada en la figura VAU V.b
| F*(x)
i Fig. VAU V.b
X

VAU V.3 o !

a. Supoéngase que se elija un punto de la esfera de un reloj de 1 m de circunferencia de la
siguiente manera:

Se tira una moneda. Si sale cara se elige el punto “6” de la esfera. Si sale ceca se da al reloj
unas cuantas vueltas de cuerda y se elige el punto en que se detiene el segundero.

b. Asodciese a este experimento una variable X correspondiente a la longitud del arco de
circunferencia comprendido entre el origen “las 12 en punto” y el punto elegido. Dicha
longitud es medida siguiendo el sentido /" ¥.

C. Ver c.de VAU V.2.

d. Cualquiera sea la distribucion que posteriormente se elija se tiene que para 0 < x < 1 sera:
P(X <x)=P[X <x N (Carau Ceca)] = P[(X <x n Cara) U (X <x N Ceca)] =

=P(X<xnCara) + P(X<x N Ceca) = [1]
= P(X < x/Cara) P(Cara) + P(X < x/Ceca) P(Ceca)

e. Como primera medida se establece que:

P(Cara) = P(Ceca) = Y2 [2]
f. Si sali¢ cara el punto elegido es el “6” de la esfera, cuya distancia al origen es Y. Por lo
tanto, si sali cara la variable X asumira inexorablemente el valor X = Y.
Entonces, si salio cara:
1°. Sea un x < %. Como X asume el valor %2, nunca asumira un valor menor o igual que
dicho x. Entonces:
P(X<x/Cara)=0 para 0 <x < [3]
2°. Sea un x > %. Como X asume el valor %%, asumira siempre un valor menor o igual que
dicho x. Entonces:
P(X <x/Cara) =1 para /2<x<1 [4]

g. Si salio ceca, el punto elegido corresponde al lugar de detencion del segundero cuando al
reloj se le dan unas cuantas vueltas de cuerda. Es decir que se cae en caso tratado en
VAU V.2. Entonces sera:

P(X <x/Ceca)=x para0 <x<1 [5]

h. Por lo indicado en €. y en [1], [2], [3], [4] y [5] resulta que:

0 parax <0

Xy — —
Fi(x)=P(X=<x)= 1/2-0+1/2-x=% para0 <x <%

1/2-1+1/2-x=1/2+% para'a<x<1
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Esta F. de D. esté graficada en la figura VAU V.c.

F(x)

L+
7l o«

X

Fig. VAU V.c

VAU VI

Distribuciones discretas

a.

Se dird que una distribucion Dex efectuada sobre EX es discreta cuando la variable X

asociada a dicha distribucion solo puede asumir una cantidad finita o infinidad numerable
de valores para los cuales sea P(X = x) > 0, debiendo ademas ser igual a 1 la suma de todas
esas probabilidades.
Es decir que debe ser
Y P(X=xj)=1

\V/Xi / P(X:Xi)>0
La variable X sera llamada discreta
Un ejemplo tipico de distribucion discreta es el caso presentado en VAU V.1. Alli, solo
cuando la variable X asume uno de los valores 0, 1, 2, 3 6 4 se obtiene una probabilidad no
nula. Ademas como la suma de las probabilidades correspondientes es igual a 1, se tiene que
en efecto se esta tratando con una distribucion discreta.

Se estudiara ahora la idiosincrasia de las F. de D. de las variables discretas.
Considérese de nuevo el experimento descripto en VAU V.1. Sea un nimero cualquiera,
por ejemplo 3,2. Evidentemente

P(X<32)=PX=0uX=1uX=2UX=3)
ya que 0, 1, 2 y 3 son todos los valores menores o iguales que 3,2 que no tienen una
probabilidad nula de ser asumidos por la variable.

Entonces:
P(X<3,2)=PX=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)= ZP(X:Xi)
x;<3,2 Nnx;/P(X=x;)>0
En general:
F*(x)=P(X <x) = > P(X =xj) [2]

X;<x NX;/P(X=x;)>0
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y entonces: Ver [8] de VAU IV

|
F*(x)=P(X <x) = > P(X=xj)=
X;<x Nx;/P(X=x;)>0

- 5 i) -FX(xi -0)| 3]
X; <xNx/P(X=x;)>0
Ejemplo.
Sea:
i 1 i+1 )
P(X=2):(EJ S i=01, ...
Ver figura VAU Vl.a.

[SIE
SN—
)

Px=2%= (1) Jﬁ r Px=2%=(1) Px=2)=

Fig. VAU Vl.a

Notar lo siguiente:

1°. X puede asumir una infinidad numerable de valores en este caso.

o0 .
i+1
2°. Como Z(%) =1 (serie geométrica) se tiene que la distribucion considerada es
i=0
discreta.

Aplicando [2] se obtiene.

P(X <4)= G)l +Gj2 +(%j3 =% P(X<15)= (%)] +(%)2 +(%)3 +(%)4 =137

La F. de D. de esta variable esta graficada (hasta X = 32) en la figura VAU VLb.

Fji(x) =P(X<x)

1 - - —
- o
% —
%T —
Vol o
— I I I —>
012 4 8 16 32 X

Fig. VAU VLb
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Toda F. de D. F*(x) de una variable discreta X es discontinua y aumenta “de a saltos” en
cada punto x en el cual es P(X = x) > 0, siendo P(X = x) = F¥(x) — F*(x — 0) la magnitud del
salto correspondiente. Entre dos valores consecutivos de x para los cuales sea P(X = x) > 0,
la F. de D. sera constante, tomando asi el aspecto de “escalera” ilustrado en las figuras VAU
V.ay VAU VLb.

VAU VII

Distribuciones continuas

a.

Se dird que una distribucion Dex efectuada sobre EX es continua

cuando exista una funcion f ¥(x) > 0 V x tal que siendo X la variable | [1]
asociada a la distribucion se tenga que:

F¥(x) = P(X < x) = jfoo £ X (t)dt

(mas sobre la funcion f *(x) en b.).

Por lo indicado en d. de VAU IV evidentemente debe ser:
jfooo £ X (t)ydt = FX (c0) = 1

La variable aleatoria y la F. de D. asociadas a una de estas distribuciones seran llamadas
continuas.

Dada una F*(x) continua, existen varias f*(x) tales que para todas ellas es

F¥(x) =J.:O fX (t)dt. Ver ejemplos en la figura VAU VIlL.a.

A T5(x) A F5(x) A F¥)

1 4

4 14—

° sz(% ):%
\J F¥(x)= jfoo £ (bt = jfoo £5 (hat

\4

T >

X 1 x

[ )
S
—_—1O
(=]

ol %

Fig. VAU VIlL.a

Se establece que entre todas las posibles f *(x) se elegir a aquella que presente un minimo
de discontinuidades.

Es evidente que donde FX(x) sea diferenciable se tendra que:

AP0 _ X

i (x) [2]
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d. Como evidentemente en el caso de una distribucién continua F¥(x) es uniformemente
continua se tiene que:

F*x) =F*(x - 0) [3]
lo que implica que:
PX=x)=F'x)-Fx-0=0 , v x [4]

Es decir que en el caso de una distribucion continua todo resultado tiene “a priori” una
probabilidad nula de aparecer.

e. Se tiene que en el caso de una distribucion continua:

fo FXdt =7 X dt—[" £ (t)dt = —

Por ser FX(X) uniformemente continua

= F¥(xy) - FX(x1) ' FX(x,-0) - Fx(xl)L FX(x,) - F¥(x,-0) L FX(x0-0) - F¥(x;-0)= | [8]
=P(x; <X<x) =P <X<x)=PX £ X<x)=Px £X<Xxp)
_
f. Un ejemplo de distribucion continua es el considerado en VAU V.2.
g. Se hace notar que existen distribuciones que no son ni discretas ni continuas. Ver VAU V.3.
VAU VIII

Funcién de probabilidad (f. de p.)

Dada una variable X cualquiera y una distribucion DEx , se llama funcién de probabilidad de la

variable a la funcion:
P(x) = P(X =x) = F(x) - F*(x - 0) [1]
De esta definicion surge que:
1°. p(x) = F*(x) - F*(x = 0) > 0 donde F*(x) sea discontinua.
2°. p(x) = F*(x) - F¥(x - 0) =0 donde F¥(x) sea continua.
3% p(x) =F*x) - F*(x-0)=0 si X es una variable continua.
Esto ultimo indica que la funcion de probabilidad es inoperante en el caso de una variable continua.

Como ejemplo, a la variable X cuya F. de D. estd indicada en la figura VAU V.a corresponde la
f. de p. de la figura VAU VlIIlL.a.
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p(3) o i
%6 .%6 ) %6
Ao
He o s
I I I I > Fig. VAU VlIIl.a
1 2 3 4 X

VAU IX

Funcion de densidad (f. de d.)

a.

Intuitivamente, efectuar una distribucion de probabilidad Dex sobre un espacio muestral

EX = {— 0 < X < o0} equivale a repartir una “masa de probabilidad” igual a 1 a lo largo de
un ¢je real.

En el caso de que esta masa resulte totalmente concentrada en una cantidad finita o infinidad
numerable de puntos, la distribucion de la masa estara completamente especificada por una
f. de p., y la variable correspondiente sera discreta.

Considérese ahora el caso en que la masa esté repartida a lo largo del eje real segiin una
cierta ley que determine que no existan puntos de concentracion en los cuales se acumule
una masa medible por un niumero cualquiera (por chico que sea). Evidentemente, en este
caso una reparticion de la masa a lo largo del eje real solo puede ser descripta indicando la
densidad de masa correspondiente a cada punto.

A la funcién que indica la densidad de probabilidad en cada punto se la llamara funcién de
densidad (f. de d.).

Evidentemente, esta funcion de densidad solo tendra vigencia en el caso de distribuciones
continuas. En el caso de distribuciones discretas una f. de d. tomaria valores infinitos en
unos cuantos puntos aislados, siendo nula en todo el resto del eje real.

Dada una variable aleatoria continua X cuya F. de D. es F*(x) se tiene que (ver ¢. de VAU
VII):
Donde F*(x) sea diferenciable:

Ver [5] de VAU VII

X X X
dF* (x) . F*x+h)-F*(x) . P(x<X<x+h)
00 = = lim : = lim - -
h—0" h—0" 1
= lim Px < th x+h) = Densidad de la probabilidad en x
h—0"

Es por este motivo que a la funcion f *(x) que figura en [1] de VAU VII por extension (y con
no mucha propiedad) también se la llama funciéon de densidad.
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C. Ejemplos de funciones de densidad figuran en la figura VAU IX.a.

A FY (%) A F5(x) A Fx) A F55(x)
1 + 1 1 4 1 4+ 1 4+
_) ) _) 2:X
X / J
0 0 0 0 0 0
— —————> > — >
1 x 0 1 x 0 1 x 0 1 x
Fig. VAU IX.a
VAU X

Cambio de variable aleatoria

VAU X.1
a. Sea un experimento aleatorio al cual se asocia una variable X.
Sea:

Y =o(X) [1]

donde @ es una funcidén uniforme y definida para todo valor de X.

Al realizar el experimento correspondiente, la variable X asume un cierto valor aleatorio, y
como la relacion [1] determina que a cada valor que pueda asumir X corresponde un valor
de Y, se tiene entonces que esta Y no es ni mas ni menos que otra variable aleatoria asociada
al mismo experimento.

b. Sea el caso de la funcion Y = ¢(X) indicado en la figura VAU X.a.
Y =o(X)

X

Fig. VAU X.a

Sea y un numero cualquiera. Péngase:
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Ay = {Valores x tales que ¢(x) <y} = {x/@(x) <y} [2]
En el caso de la funcidon ¢(x) indicada en la figura VAU X.a, y para el numero “y” alli

considerado, el conjunto A, estard compuesto por las zonas del eje X indicadas con trazo
grueso. Analiticamente:

Ay = [x1,X2] U [X3, X4] U [Xs5, Xe] [3]
y evidentemente:

(1))

Si Y asume un valor menor o igual que “y”. entonces X habra asumido algun valor
perteneciente a Ay.

y entonces:
F(y) =P(Y <y)=P(X € A)) = P(X € X/o(x) <y) [4]

resultando asi que dado un y cualquiera puede conocerse el valor de F*(y) ya que la F. de D.
F*(x) determina el valor de P(X Ay).
Asi, en el ejemplo que se viene desarrollando:

FY(y) =Px eA)=P[(x1 £X<x) U3 <X<x4) U (X5 <X <X¢)] =
[5]

:P(XlSXSX2)+P(X3SXSX4)+P(X5SXSX6)=

= [F¥(x2) — F¥(x1 — 0)] + [F*(x4) - F*(x3 — 0)] + [F(x¢) — F(xs5 — 0)]
(ver [9] de VAU IV) J

C. Volviendo al caso general, como el nimero “y” considerado era arbitrario, se tiene que por
el procedimiento indicado puede hallarse el valor de la F. de D. F¥(y) para cualquier valor
de la variable independiente y, quedando asi F*(y) completamente determinada.

VAU X.2

Sea por ejemplo (ver figura VAU X.b):

Y=arctgX ; siendo —% <Y< % [6]
0 parax <0

F¥(x) = X’ para0 <x<1 [7]
1 parax > 1

Entonces:
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F'(y)=P(Y <y)=P(arctg X <y) = P(X <tgy) = F'(tg y) =

0 paratgy <0 , es decirparay <0
tg’y para0<tgy<1 ,esdecirpara 0 <y < %
1 paratgy>1 , es decir paray > %
Y =arctgX
AN
Vi X =19y
! '/ >
-1 1 X
_ %__
A FX(x)
11 S
Ftgy)=tg’y; =F'(y)) X,
0 X1 = [g Y1 ;X
Fig. VAU X.b
VAU XI
Valor medio de una variable aleatoria
VAU XI.1
a. Se define:
—~
Para una variable discreta:
[1]
m, = in P(X=xj)
VXI/P(XI :Xi)>0 —
—~
Para una variable continua:
[2]
_ [ X
my = J_wx f(x)dx




VAU 18

Un significado fisico de m X puede ser el siguiente:

Tal como se sugirié en VAU IX, efectuar una distribucion de probabilidad Dpx sobre un
espacio muestral EX = {— o0 < x < o0} equivale a repartir una “masa de probabilidad” igual

a 1 alo largo de un eje real.

En el caso de que la distribucion sea discreta, la masa quedara concentrada en una cantidad
finita o infinidad numerable de puntos (ver figura VAU Xl.a).

P(X = x4) 0 P(X =x1) P(X = x») P(X =x3)
|. X4 yox |' X
| l X2
| | X3
1
' Fig. VAU Xl.a

Evidentemente, la coordenada del baricentro de este sistema de masas (cuya suma es igual
al)serad my -

En el caso de que la variable sea continua, la masa quedara repartida sobre E¥ sin que
existan puntos de concentracion en los cuales se acumule una masa medible por un niamero
positivo cualquiera.

En este caso, la funciéon de densidad f *(x) indica la densidad de la masa en cada punto del
eje. Igual que en el caso anterior (ver figura VAU XI.b) m. sera también la coordenada

del baricentro de la masa repartida.
A F¥)

/\f *(x) dx = masa que

corresponde a [x , x + dx]

>
>

X X

Fig. VAU XLb

dx

Se hace constar que existen F. de D. tales que el valor medio de la variable correspondiente
es infinito o no existe.
Por ejemplo sea una variable X tal que:

1 : cQ— MO0 (Al A2
P(X =x) = 2_|x| six €S ;3 S=4{(-2),(=2),(=2), ..}
0 six ¢ S

Entonces sera:
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I 1 1 1
m, = > xP(X= x)—1—+( 2)— cal +( 8)—+...=———+———+...
16 2 2 2 2
vxeS
resultando asi que en este caso m i ho existe.
VAU XI.2
Ejemplo:
a. Sea X la variable aleatoria correspondiente a la cantidad de tiros de moneda necesarios para
sacar una primera cara.
Se pide hallar el valor medio de dicha variable.
b. Si Cj es el suceso consistente en sacar una cara en el tiro i, y por lo tanto 6, es el suceso
consistente en sacar una ceca en dicho tiro, se tiene que:
P(X=n)=P(C7)1 N 62 N e N 6n_1 N Cp) (1% cara en tiro n)

Como en una sucesion de tiros de moneda el resultado de un cierto tiro no depende para
nada del resultado obtenido en otros tiros se tiene que:

P(X=n)=P(C,)P(C,)...P(C,_,)P(Cy)
Estableciendo que:
P(C))=P(C,)=...=P(C, ) =P(Co) =

resulta:

POX-m=04 i XPX=m=Y(%) -
n=1 : =1

(o Se tiene que:

© xn 2(+h-1 &n+l1’ &1
g = Sopx - S LSOl S0l
n=1 n=12" =l 2 n=l 2°  n=12

°°n+1

& S n+1
:22 - T1+2{ Z n+1:| 1jLzZ%)an_l:

Restando y sumando 1

Tomandon =n+1

* n’

——1+2Z —1——2+22———2+2Z———2+2m
=l N=le
mx
Resumiendo:

m, =-2+2 m
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y por lo tanto:

VAU XI.3

Ejemplo:

Experimentalmente se ha comprobado que si al experimento aleatorio consistente en medir la
duracion de una conversacion telefonica se le asocia una variable aleatoria T, para obtener un
“reflejo fiel” de la realidad, a dicha variable debe asociarse la F. de D.:

0 parat<0

F(t) =
© 1—e parat>0

Se pide hallar el valor medio de esta variable T.

Para empezar (ver [2] de VAU VII):

0 parat< 0
T/ —
f (t)_{ at

ae parat>0
y entonces:
_ [* T _[® —aty _ 1

m. j_oot f (t)dt_jo tae ¥ldt= -
VAU XI1.4
a. Se demostrara a continuacion que:

M. y.,, —am, + b, siendo a y b constantes [3]
b. Supoéngase que X sea una variable discreta.

Esto implica que cuando X asuma un valor xj, entonces aX + b asumira el valor a x; + b.
Por lo tanto:

M. = > (axj +b)P(aX +b=axj +b) = > (axj +b)P(X = x) =
Vax;+b/P(aX+b=ax;+b)>0 Vx; / P(X=x;)>0
=a- inP(szi)er- ZP(X:Xi):amX +b
EVXi / P(XZX1)>O ; VXI /P(XZXi)>O
=My =1

quedando asi probado lo indicado en [3] para el caso de una variable discreta.
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C. Supdngase ahora que X sea una variable continua.
Péngase:
Y=aX+b

Entonces, sia > 0:

FY(y)=P(Y <y)=P@X+b <y)=P(X < YT_b)=
by y 1 X v-b
= 4 = _— V_
j a f2(dt j_ooa £ D)y
—00
Haciendo el cambio de variables t = %
resultando entonces que:
1 ., x vy-b
Fm=—12C>)
a a
y por lo tanto: Haciendo el cambio de

variablesy =a x + b

_ _(® Y Ll X y-b oo
M v, =My —f_ooyf (y)dy—gf_ooyf (T)dy—

_ [ X X o X _
—J_Oo(ax+b)f (X)dX—aj_wa (x)dx+bj_oof (x) dx am. +b

resultando asi también valida la expresion [3] para el caso de una variable continua y a > 0.
La demostracion de la validez de [3] cuando la variable X sea continua y a < 0 se deja a
titulo de ejercicio.

C. Por [3] se tiene que:
m =M ., =am,+0=am, [4]
mbszXer=0mX +b=Db [5]

VAU XIlI

Varianza y desviacion tipica de una variable aleatoria

VAU XII.1

a. Se define:
Para una variable discreta:

o2 =Varianza de X = Z(X—mx)2P(X=Xi) [l
X VXi / P(XZXi)
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Para una variable continua:

[2]
2 _ . _[® _ 2¢X
O'X = Varianza de X J._Oo(x my )< f 7 (x)dx
En ambos casos:
o = Desviacion tipica de X = Raiz cuadrada positiva de o2 [3]
X X
Observacion:

Pueden existir distribuciones tales que la varianza de la variable aleatoria correspondiente
sea infinita. Se dir4 que en dichos casos la varianza no existe.

b. Sea el caso de una variable discreta. Al igual que en VAU XI.1 b., puede imaginarse una
distribucion de probabilidad DEx sobre un espacio muestral EX como una reparticiéon de

una “masa de probabilidad” igual a 1 a lo largo de un eje real (ver figura VAU XILa).

PUX=x1}) PUX=x2}) Mx P{EX=x3}) PUX =x4}) PHX =xs})
. ' Y o o

bl 4

!erx L, X3 — My

X1 — My X4 — My

X5 —Mx

- - -

Fig. VAU XILa

Teniendo en cuenta a [1] resulta entonces que o2 es la suma de los productos de cada
X

“masa” del sistema por el cuadrado de su distancia a my » baricentro del sistema,

teniéndose asi que 02 es el momento de inercia del sistema de masas con respecto a m -
X

A exactamente la misma conclusion puede llegarse para el caso en que la variable sea
continua, es decir cuando la masa esté repartida sobre el eje real sin que haya puntos con
concentracion de masas.

La varianza de una variable aleatoria mide la dispersion de la probabilidad asociada a la
variable. A mayor dispersion, mayor varianza.

Notar al respecto que para que sea 02 = ( es necesario que toda la “masa” esté concentrada
X

en un unico punto, es decir que la variable pueda asumir un tUnico valor X = a.
Evidentemente en este caso sera:

P(X=a)=1 ; m._ =a

VAU XI1.2
Por un procedimiento muy similar al empleado en VAU XI.4 puede demostrarse que:

2 a® o2 (X discreta o continua) [4]
X

O
aX+ b
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VAU XI1.3
a. Se demostrara que:
o2 = inzp(X =Xi)— m? (X discreta) [5]
vxi/P(X=xi)>0 X
o2 = joo x2 f X(x) dx —m? (X continua) [6]
X —© X
b. Sea el caso en que X sea discreta.
2 2 2 2
O'X = Z(Xi_mx) P(X=xj)= Z (xi —2ximX+mX)P(X=xi)=
in/P(XZXi)>0 in/P(XZXi)>0
= Z xi2P(X=xi)—2 my inP(szi)+mi ZP(szi)z
vx; /P(X=x;)>0 VXi/P(X:Xi)>0 in/P(XZXi)>0
=My ' =1
= Z x.2P(X=xi)—2 m2 er2 = Z x.2P(X=xi)— m2
1 X X 1 X
in/P(XZXi)>O in/P(XZXi)>0

Con lo que queda probado lo indicado en [5].
C. Sea el caso en que X sea continua.

2
2 [ 2¢X _ [ 2. ¢X _
O'X —J_w(x—mx) f (X)dX—J_w(X —2me+mX)f (x)dx =

2
e 0] o0 o0
:I_Oox fX(X)dx—2 mXI_OOX fX(x)dx+mi J._OO fX(X)dX:

1

2
:JOO X fX(x)dx—Z mZ +m?2 :J.OO X fX(X)dX— m?
—®© X X —®© X

Con lo que queda probado lo indicado en [6].
VAU XIl.4

Ejemplo:
Sea el mismo caso considerado en VAU XI.2. Se pide hallar la varianza de la variable X.
Segtin deducido en VAU XI.2:

PX=n)=(%)" : ZP(X:n):Z(%)n:I; m, =2 [7]

n=l1 n=1
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Por otra parte: r Sumando y restando 2n + 1
o 2 0
n (n+1) -2n-1 (n+1)
I S e e W B YT
n=12" n=l 2 n=1 2 n=12" nop2"
00 2 00 n o0 n ©
(n+1) 1 (n+1)
=2 -2> n = -2) nP(X =n)-1=
SO sy) - X(5) 2 2 =
fl(Serle geométrica =mx=2
Restando y sumando 1 de razén ¥2)
0 2 00 2
Loty DT s oy DT 6 Z —76 2 2—76
2 N+l N+l L
= n=0 T n=1
Resumiendo: Tomandon =n+1

n
n=12 n=12
y por lo tanto:
o 2 00
YL o S e =n)=6 [8]
n
n=12" n=l

y entonces por [5], [7] y [8] resulta:

o0
= anP(in)— m>2( =6-2"=2

n=1
VAU XIl1.4
Ejemplo:
a. Sea el mismo caso considerado en VAU XI.3. Se pide hallar la varianza de la variable T.

Segtin deducido en VAU XI.3:

0 parat<0

f(t)= ; m_ =
® {ae_at parat>0 T

R |~

Entonces, por [6]:
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2
o2 =" 2t Tmdt-m? = [ *t?ae™ dt - oz 1.1
T T 2

t
—0

Resumiendo:

y por lo tanto en este caso es:

m 1
o = =
T T o
b. Observacion:

La distribucion considerada en este ejemplo y en VAU XI.3 recibe el nombre de
“Distribucion exponencial negativa”.

VAU XIl1
Teorema de Tchebycheff
a. Sea una variable aleatoria X tal que tenga un valor medio m finito y una varianza o’ finita.
Sea k un nimero positivo cualquiera.
Se demostrara que:
p(|X-m|>ko)< 1
(IX-m o) el [1]
b. Supodngase que X sea una variable continua. Entonces:
0 m— ko 0
o= [x-m? t¥@dx > [ x-m?tE¥Edc+ [ac-mPfX@d [2]
—0 —0 m +ko
Se tiene que:
Xx<M—ko = (x—-m)< ko = —(x—m) > ko = (x-m)? > (ko)? [3]
x>mike = (x—m ko = (x—m)2 > (ko)? [4]

Entonces por [2], [3] y [4] resulta que:

m-ko 0
o’>ke)?| [ tF@dx+ [fXEdc|=K*P(|X-m|>ko)
-0 m +ko
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Resultando asi que:
1
P(|X—m| >k0)< k_2

Supoéngase que X sea una variable discreta. Entonces:

o= Yxi-mPP(X=x{) > > xi-x)?7 P(X=x{)+
x; / P(X=x;)>0 X; /P(X=x;)>0Nnx;<m-ko
[5]
* Yxi-0?  PX=x)

X; /P(X=x;)>0Nx;>2m+ko

Como las expresiones [3] y [4] son validas tanto para variables discretas como para variables
continuas se tiene que:

o2 > Kk o)? SPX=xj) + SPX=xj) |[>
X;/P(X=x;)>0nx;<m-ko x;/P(X=x;)>0 N x; 2m+ko

=(k )2 P(X—m|> ko)

resultando asi que:
p(IX-m|> ko)< -
k2

La formula [1] es valida para todo tipo de variable y no solamente para las continuas y las
discretas.

Lo demostrado es solo un caso particular del Teorema de Tchebycheff pero es solo lo que
se necesitard mas adelante.

La importancia del Teorema de Tchebycheff reside en lo poco que se presupone acerca de la
variable X.
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AVAU. |

Limites de algunos sucesiones especificas de conjuntos.

a.

VAU 27

Para todo x* > x siempre puede elegirse un h > 0 (lo suficientemente chico), tal que x*
no pertenezca a |x, x+h]. Lo anterior implica que: ||m x,x +h] =, lo que también

puede ser expresado como:
lim x<X<x+h)=9
h—0"

De igual manera puede probarse que:

lim X<x)=0

X —>—00

lim X<x)=E

X —>+00

lim X<x-h)=(X<x)
h—0"

AVAU. I

Limite de una sucesién no decreciente de conjuntos

a.

b.

Sea una sucesion de conjuntos tales que Aj_; c A, y Aic

Se demostrara que:

P(Lim A)) = Lim P(A)

|—>00 |—>00

h—0*

[1]

[2]

[3]

[4]

E.Vi.

Porser Ai_ 1 c Ai vV i se tiene que (ver fig. A.VAU ILa):

A Al N A, A2 N A;

>

' A2

A;

>

[1]

Fig. A.VAU Il.a



VAU 28
I AiFAI VA UA U L. UA L JUA [2]
22A=AU(AINA)U(ANnA) UL U(AZINA) [3]

y por lo tanto:

1°. LImAI AAUAUAU...UA_TUA U ... [4]
|—>0 . - -

2. Lim A = A U(ANA)U(AnA)U ... U(A_1NnA)U... [5]
i—o0

Como todos los conjuntos del 2° miembro de [5] son mutuamente excluyentes se tiene que:
P(Lim A) = PA)+P(ANA) +P(Ayn A3+ ... + P(A_|NA) +...

|—00

= P(A)+ Lim ZP(An 1N AY) = Lim| P(A) + ZP(An 1N A (=

|—)00n 2 i—ow

Lim [ P(A) + P(Aj N Ay) +P(Ay N A + ... + P(A_1 N A)]
|—00

y como todos los sucesos Aj, Klm A, sz Az, ..., Ai—lm Aj son mutuamente

excluyentes se tiene que:
Por [3]

P(Lim A)= LImP[A U(ANA)U (A nA)U ... U(A_1nA)= Lim P(A)

|—0 |—>0 |—0

Resumiendo:

P(Lim Aj) = Lim P(A)

|—00 |—>00

tal como indicado en [1].

AVAU. I

Limite de una sucesién no creciente de conjuntos

a. Se probara que en una sucesion de conjuntos tal que B; < Bi; se tiene que:
PLIim Bi}lim P(Bj) [1]
i—>o0 i—>o0
b. Sea una sucesion de conjuntos tal que B;  Bi;.

Evidentemente:
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limBi =BinByn
i—>w

Sucesion no decreciente de conjuntos
Entonces:

P(JimBi)=P(B1 "By )= P(B_l u§2 v ) =P(im §i)= lim P(gi)
I—00 |—00 i—o0
Ver [4] de A.VAU.II
Ver [1] de A.VAU.II

Resumiendo:
P(lim Bi)=lim P(Bj)
I—o I—w
y entonces:
1-P(Jim Bi) = lim (1=P(Bj) =1~ |im P(Bi)
I—o0 I—o0 i—o0

Resultando asi que:

F’{Iim Bi}lim P(Bj)

i—o0 i—o0

AVAU. IV
Teorema
a. Se demostrara que:
2 _
GX = m(X—mX )2 [1]
b. Supodngase que X sea una variable discreta. Pongase:
Y =X? y = x* [2]
Se tiene que: ~
X Y 2yiP(Y=y;) 5 i i
Vyi/P(Y=yi)>0 Vx; /P(X*=x])>0 [3]
_ 2 _ _ _ 2 _
= > xiP(X=x, UX=-x,)= > x{P(X=x;)
in/P(szi uX=—Xi)>O VXj/P(szj)>0

Xj = Todo X; tal que P(X = Xj) >0 6 P(X=-Xj) >0
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Por otra parte:

2 2
m =m =m _ -2m_m_ +(m = —(m
(X—m )2 Xz_mex+(mX)2 <2 XX ( X) 2 ( X)
[4]
= D xJ3F>(X=xJ-)—(mX)2
TVXJ/P(XZXJ)>O
Por [3]
y como:
Y (x,-m, )?P(X=x;)=
] X J
VXj / P(X=Xj)>0
= 3 XJ?P(szJ-)—sz- S xjPX=xj)+(m )%=
VXj / P(X=Xj)>0 VXJ' / P(X=Xj)>0
m
X
- 2 ) 2 _
VXj /P(X=Xj)>0 T

Por [4]
Resumiendo:
0_2

X (x-my)

Con lo cual [1] queda probado para el caso de una variable discreta.

Supdngase que X sea una variable continua. Pongase:

Y =X y= x>
Se tiene que:

0 paray <0 ya que X? es siempre no negativa

P(—+/y <X < y)=FJy)-F=ly) paray > 0

F'(y)=P(Y<y)=P(X’<y)=

paray <0

dFY (y) _
& fX<\F)+fX< 9| parayzo

dy \1/—[

£Y(y)=
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my =" vyt mdy=["y Y mdy =[x X0+ 1 X (0] %b{dx:

Porser fY(y)=0 paray <0
y para’y

(e @] e @]
= IXZ f X(X)dX+ sz f X(—X)dX =
0 0

Haciendoz=—-x = dx=—-dz

o0 —00 00 0
= szfx(x)dx— jzzfx(z)dz: J.xzfx(x)dx+ Ixzfx(x)dx:
0 0 0

o0
= Ixz f X(x)dx

—0o0

Resumiendo:

[00]
m,=m, = J.xzfX(x)dx

—0o0

[5]

%2
—00
Por otra parte:
2 T 2:X T 2:X T X 2 )
O'X = .[(X_mX) f(x)dx = J.x f (x)dx—2mX J.x f (x)dx+(mX) =
—00 —00 —00
%/—/
my [6]
(e 0]
= [t ¥ @dc-m? =m_ -(m)?
X X )
—Q0
Por [5]
y como:

m 2 =m_2 2=m
(x—mX) X —2mXX+(mX) %2

por [6] y [7] resulta que:

2

O =
X

m(X_mX)z

—-2m_ m +(mX)2 :mX2 —(mX)2 [7]

Con lo cual [1] queda también probado para el caso de una variable continua.
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Problemas sobre variables aleatorias unidimensionales

Definir la funcién de distribucion (F. de D.) correspondientes a:
a) La cantidad de caras obtenidas al tirar dos veces una moneda
b) La cantidad de tiros de moneda que se efectian hasta sacar cara.

Sea una variable aleatoria X tal que su valor medio sea 3 y su varianza sea nula.
Indicar la F. de D. de dicha variable.

Sea:
T 0 para t<0
f ()= —t
e~ para t>0
la funcion de densidad correspondiente a la duracion de las comunicaciones telefonicas. Se
pide:
a) Hallarla F. de D. F'(t)
b) Hallar la probabilidad de que una cierta comunicacion dure mas de una unidad de
tiempo
¢) Hallar la probabilidad de que una comunicacion de edad t dure mas de una unidad de
tiempo adicional
d) Hallar el valor medio y la varianza de la variable aleatoria T.

Una variable aleatoria X tiene una F. de D. F*(x).
Se pide hallar las F. de D. de las variables Y = X*y Z = e*.

Se elige un numero al azar entre 0 y 1.Sea X la variable aleatoria correspondiente a este
experimento.

a) Hallarla F. de D. F¥(x)

b) Hallar la F. de D. de la variable Y = e*.

Dada la F. de D. de una variable X correspondiente a la estatura de los ciudadanos
argentinos de 18 afios, indicar la probabilidad de que uno de esos ciudadanos mida mas de
1,75; sabiendo que mide entre 1,60 y 1,80.

En un carrete de piolin de 100 m de largo hay un trozo de 1 m ubicado al azar que es
defectuoso. Se pide indicar la probabilidad de que los 10 primeros metros sean totalmente

Sanos.

Supoéngase que la vida en horas de un cierto circuito integrado sea tal que

0 para t<0
fT(t): e—0,00lt
—— para t>0
1000

Indicar las probabilidades de que:

a) Un dispositivo con tres de dichos circuitos no tenga ningin inconveniente en las
primeras 500 horas de servicio

b) Haya que sustituir los tres circuitos durante dicho periodo

El minutero de un reloj eléctrico se mueve de a saltos al fin de cada minuto. Hallar el valor
medio y la varianza del error que se comete al mirar la hora en dicho reloj.



VAU 33

VAU 10 Una persona paga $100 para participar en un juego en el cual la banca le paga 6 veces el

VAU 11

VAU 12

VAU 13

cuadrado del numero que saque en un tiro de dado. Calcular cual es a largo plazo, la
ganancia de la banca por partido.

Un jugador apuesta $1 al negro en una ruleta con 18 ntimeros negros, 18 colorados y el
cero. Si pierde apuesta $2 de nuevo al negro, y asi sucesivamente, duplicando su apuesta
hasta llegar a $64, maximo permitido por la ruleta. Si gana en cualquier tiro, el jugador se
va (ganando $1). Hallar el valor medio de la ganancia en $ del jugador.

Una variable aleatoria tiene una distribucion de probabilidad continua con funcién de
densidad:

parax <0

fX(x): para0 <x <4

0
x
8
0 parax >4
Se pide calcular:

P(mX —2JX <X£mX +26X)

Si:
0 parax <0
fX(X): 3x2 para0 <x <1
0 parax >1

Se pide hallar un nimero a tal que: P(X < a)=P(X > a)



